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0 Einleitung und wichtige Hinweise

1. Ziel des Textes

Differentialgleichungen sind ein so umfangreiches Thema, dass die Abhandlungen dazu ganze
Biicherregale fillen. Fir Schulen ist dieses Thema nur am Rande einsetzbar, weil es so viele
Methoden gibt, die immer nur zu einer bestimmten Art Gleichung passen, und weil die Theorie dazu
ganze Vorlesungen an den Hochschulen fiillt. Und dennoch schreibe ich jetzt einige Texte, die ich
zumindest teilweise so gestalten will, dass sie fiir Lehrer Leitfaden fir einige Unterrichtsstunden sein
kdnnen, fur interessierte Schuler (z. B. Facharbeit) verstandlich werden, und fur Studenten den

Hochschulstoff anschaulicher werden lasst.
2. Was sind Differentialgleichungen?

In diesem Wort steckt der Begriff Differential, den man vor der Einf.  ing der Differentialr  1nung

her noch kennen solle. Bei der Einfiihrung der Ableitung Funktic  ‘detmandenl” rential-

quotienten % fiir den man dann auch f'(x) oder y* schr. t.
y

Unter einer Differentialgleichung versteb’ ~ eine Gleichu. inde. “en der unabhangig
Veranderlichen x auch noch eine Funktion | .. ~n Ablel. ‘geny‘, . usw. vorkommen
kénnen. An der Hochschule durfer  sogar m.  re Vai.. ~u  mehrere Funktionen, sowie deren

Ableitungen sein.

Beispiele:

a) y'-3x=0 isteine seh che Differenti  sichung. Und die Funktion y = 3x* +4
erfult . van. ‘at man, ‘steir  uezielle Losung dieser Differentialgleichung.
" .annmandadu.  “berprin. 4SS man sie zunachst ableitet: y'=3x. Dann

~tzt man y' in der Dii  3ntialgleichung durch 3x, dann entsteht die wahre Aussage 0 = 0.

Jede . rentialgleich hat jedoch unendlich viele Lésungsfunktionen, die man als

Funktione. arb-  _anen kann. Hier lautet sie beispielsweise y=32x*+C.

b) y' =2y ist eine Differentialgleichung, welche z. B. von y = 5e** geldst wird.
Zur Probe leitet man ab: y'=5%.2. Dann ersetzt man y und y' in der Differentialgleichung

und erhalt die wahre Aussage 2-5e”* =2.5e°*.

Die allgemeine Lésung ist die Schar y =k-e*

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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c)

e)

ist eine Differentialgleichung, die x, y und y‘ enthalt. lhre allgemeine Lésung

besteht aus zwei Funktionenscharen: y, =f,(x)=vk-x* und y, =f,(x)=—vk—-x*, deren

Schaubilder Halbkreise sind (solange k>0 ist).

An dieser Stelle wird noch etwas interessant:

Stellt man die Differentialgleichung so um: [y' = —3, erhalt man y* als Funktion von x und y.

Das bedeutet: Man kann zu jedem Punkt (der nicht auf der x-Achse liegt, also y = 0 hat)

die Tangentensteigung der durch ihn gehenden Lésungskurve dir
Die durch P, (6 | 2) gehende Scharkurve hat in P die Tanger steigung y' :%

Die Punkte auf der x-Achse (y=0) haben dagegen senkrecht ‘angenten.

Diese Untersuchungen werden im Text 50113 (G ~he Los — Richtungsfe! ) gezeigt.
d) (y')2 +y? =1 wirdz. B. von y =sinx geldst.

Die DGL y"+x-y'=2x-1enthalt. . “ajte Able ng fira.  _dsungsfunktion, weshalb

<

sie Differentialgleichung 2  dnung ..
Hinweis

Es gibt so unglau. " viele zn von Differentialgleichungen, dass es nicht moglich ist,

ein Losungsverfahrei. .@ anzubieter c¢le DGL sind sogar nicht l6sbar.

DarF stesiibn ‘inige b ndr  wichtige Typen zu untersuchen, und einige

.noden griindlich  -chzusp. aen.

D. ~schiehtin diese und den folgenden Texten.
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1 Stammfunktionen als Losungen von Differentialgleichungen

Gleichungen der Form: |y'=g(x)

Die Ableitung einer Funktion ist eine neue Funktion: Aus f(x)=x* wird f'(x)=2x.

Dazu gibt es diese Schreibweisen: f'(x)=y'(x)=y'= g—i die wir nun brauchen.

Alle vier Terme bezeichnen die 1. Ableitung einer Funktion f oder y.

Ich zeige nun, dass man besonders einfache DGL durch Integration I6sen kann, denn

bekanntlich sind Ableiten und Integrieren Umkehroperationen zueir

Beispiel [B1): | Wir bestimmen die allgemeine Lésung der ' ierentialgleichung ' = 2x|.

Man sollte sich ein wenio  anerin.  :

Als Stammfunktion bezeichnet man eine ,urspriingliche 1 , dere. fun~ penist.
Die Berechnung einer Stammfunktion geschieht durch Umk rur,_  r Ableitung, was Schiiler auch

gerne ,Aufleiten nennen. Die bessere Bezz “nung heil’t ,in riere. Nazu schreibt man statt y'

den Bruch :_y (genannt Differentialquotier.  ‘obe. ~ddx ifferentiale sind.)
X
Stellt man y'= j—y um, erhd* .aformal dy =y"a. Yaraus wira durch Integration dann
X
y= Idy = _[y'dx, alsoen. ‘ammfur .n, die bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.
. V.
: ‘o~ . dy
In unserer  .spiel wn N aus = Jie Gleichung o =2X.
X
Danr  ant man die Variable dy = 2x-dx, schreibt das Integralzeichen davor
und bere.  ~tdurch Integriere Idy = I2x dx

y+c,=x"+c,
Oder zusammenge. y=x*+C (mit C =, — ¢4).
Die Addition einer Konstanten C ist erforderlich, sie ist nur durch eine Zusatzbedingung berechenbar

und verschwindet bei der Probe wieder. Man muss entweder beide Integrale eine Konstante setzen

oder stattdessen nur eine auf der rechten Seite, quasi also Zusammenfassung beider Konstanten.

In spateren Rechnungen kommen weitere Umformungen dazu, sodass man die Konstante immer

wieder ersetzt ....
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Beispiel Lésung der Differentialgleichung .

Losung: Aus %: x> -2x+4 wird durch
X
Trennung der Variablen dy = (x2 —2x +4)dx
Integration: y=f(x)= I(xz —2x+4)dx =1x*-x*+4x+C

Zusatz: Die Integrationskonstante C soll durch sie Zusatzbedingung (Anfangsbedingung)

f(2) = -1 festgelegt werden: f(2)=1.8-4+8+C=2+C
Vergleichen: %+ C=_1
d. h. C=-1-2=-2
Ergebnis: y=f(x)=1x’-x* 4x-2

Beispiel Lose die Different’ 'aleichung |y'= 1—ﬂ . f(3)=5

. . 1 “ny “2)+C  fir x>-2
Kurzlésung: y =f(» dx=. -2+C- §
Ix+2 i, -2)+C fir x<-2
Einerseits ist: i 1 ic- s
3+2 5
Andererseits: 1(3)=5
Ver  chen: o o C :%

.
In(x+2)+ﬁ fiir x> -2
Ery is: f(x) 524
{In(—x—2)+? fur x<-2

Beispiel Lése die Differentialgleichung |y' = 1sin(2x~1)

. , cos(2x—1)
Kurzlésung: yzf(x):j%~3|n(2x—1)dx:—%~T+C
Ergebnis: y=—4-cos(2x-1)+C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



3 Das Losungsverfahren ,,Trennung der Variablen*

3.1 Grundlagen
Bereits unsere erste ganz einfache Differentialgleichung in 1.1, namlich ,

wurde mit dieser Methode geldst.

4 )

Der erste Schritt besteht darin, y* umzuwandeln in den Differentialquotienten: y'= %
X

Dann wird nach x und y geordnet (y nach links, x nach rechts):

: d
y'=2x < §=2x = =xx-‘

y-Term

Die Variablen sind jetzt getrennt: links y, rechts x.

\. —

Der zweite Schritt ist die Berechnung der Stam* ™inktion.  ~uf beiden Seiten ¢

Gleichung durch Anwendung von unbestimmten i . ~n. (Ei.  dere Methe  ,erwendet

die Schreibweise von bestimmten Integralen. Siehe ite  ~ten!)

Fir die linke Seite gilt: [a c

Fur die rechte Seite: J'2x~(, T

Aus dy = 2x-dx wird als y+C, =x*"

Umformung: y= +C,-C,
&

Oder gleichineinem. ittt y=x*+C

Man r rnicht. wmstand” . vorgehen:

Ar .degibtma.. -derx-. - unktion eine Konstante C.

Die gesamte verkih  Rechnung sieht in diesem einfachen Beispiel also so aus:

M 22K &y _[2x
2x<:>x2x<:>

d y-Term x—-Term

y=I2x-dx=x2+C

Ein weiteres Beispiel dieser Art:

y':i = d—y:3-x’2 & |dy =3x2dx
X dx

Die Variablen sind jetzt getrennt.

-1
y=IBx’zdx=3-X—+C=—31+C:_§+C
-1 X X

Wie man erkennt, ist die allgemeine Lésung stets eine Funktionen- bzw. Kurvenschar.
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Die folgende Differentialgleichung enthalt zusatzlich y:
; dy dy
y'=2y| o =2y < —2=[2-dx
X y

Aus d—y:2-dx wird also jd—y:I2~dx
y y

Die Berechnung der Stammfunktion erfordert links die Logarithmusfunktion In(x).

d
ITy =Injy|+C,
Es gibt zwei verschiedene Methoden, damit die Losungsfunktion z- —
1. Methode:
dy .
Aus I—:IZ-dx wird Inly|=2x+C (1)
y
Wegen ‘Ina =b < a= e"| kann man weiterna. |, mstelle
|y| _ er+C
Ohne Betrag: - +2*+¢
Zerlegung der e-Potenz: e T —=xe® ¥
Ersetze +e° durch k: y= 7‘

2. Methode:

Sehr
Wichjg

Viele verwenden beix e~ _chnungen dic  Umformungstrick:

De:  wird so umy mtund. ~  agefasst:

Inly| = 2x + In[K]|

In|y| - In|K]| = 2x

In

%‘ = 2x 2)

Und weiter:

Und damit: y =K e

Zum Schluss wird man =K in eine neue Konstante k umbenennen.

Die Losung der Differentialgleichung ist also:

Tritt linv- " ~qarithm  uf, nennt- . die Konstante nicht C, sondern In|K|.

Sehr
Wich tig

Man kann hier naturlich einige Zwischenschritte Ubergehen.
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3.2 GroRe Beispielsammlung

T Y

Trennung der Variablen:

Inly| =In|x|+C  oder

Oder so:

In|y| = In|x|+In|K| bzw. In

Schreibt man dann noch k = 1K, dann lautet die Lo.

Zusatz: Man kann von der a” .ieinen LOs

Anfangs- oder P .nedingung gegeb.

Einsetzen©  it: f(2):v

Das Sch»  uderLéswi..  nktion i

Gerar’  .char: y=k-Xx

Dargesten.  1die 21 Gerade Jrk
von-10 bis+ . “tep0,5.

y
X

y

ala

y X
Berechnung der Stammfunktionen durch Integration:

fror-

In|y| = In|x|+In|K]. (

‘:In|x| =N

und aus 2k =

e Seite 17.

X o y=+

dren kommen, wenn eine
t etwa f(2) =4

orhdltmank =2: y=f(x)=2x

Friedrich Buckel
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TRV Y

Trennung der Variablen:

WY o & e

dx X y X

Stammfunktion: — .
dy  cdx == A
1T
In|y| = —In|x|+ C
| —1

pee 0 o o

y= +e - |X|71 \k\\\ // MatheGrafix de
Man kann bei |x| den Betrag weglassen und die v - 2N ZUSc anmit e©

in eine neuen Konstanten k unterbringen:

y=—
X

|

Trennung der Variable Y .

e dy .
A X \% X
~nmfunktion:
[V - [2ax
y X
I, 2:nxl L x
5 4 5
In %‘ =h '
‘%‘ =x? (Betrag rechts unnétig)
Y_ix? o y=iK.-x?
K
y _ k . X2 M‘atmﬁramide
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y'=2\/§ fir y>0.

Trennung der Variablen:

%:2\5 o W _o.4x
X

Jy

y
Vorerst muss man y = 0 ausschlieRen! 6
Berechnung der Stammfunktionen: |
[ dy _ [2dx
W A
]
[y 2dy = [2dx

1
2
yT=2x+C i
2
2J)y=2x+C < \/§:X+% .
N \& . P P
: . 2 3

Jy =x+k M O of 1

y =f(x) = (x+k)’ )
Jetzt muss man nachdenken: DieL  en.. ‘~hung sagt, dass y'= Z\N sein soll.
Das bedeutet, dass fir die «tionen die ~chranku. an muss, dass y'>0 ist.

Von den Parabeln, di¢ Schaubilder der Lé6s  =funktionen in Frage kommen, dirfen
nur die jeweils rec’ , abden Sc’  :l aufsteigen Bdgen verwendet werden.
Hier begegnet eine. 's,was .n beim Losen von Wurzelgleichungen bereits gelernt hat:

Beim Quadrieren von (. .nen Losunge:  .zu (weshalb man die Losung Uberprifen muss.)
Diel” ... ~oheiRe v=f( \x+k)2 fur x> k.

v .ergibty=0.Dnr oben w. .1d der Rechnung ausgeschlossenen Wert kann man
~htraglich wieder zul.  =2n!

Dic  Schaubild darges  ten von links her

fallena  Marabelbégs  .1uss man sich

bis hinzu,  ~he”  wegdenken®

Wollte man die vollstdndigen Parabeln
in den Lésungskurven haben (Abb. oben),

misste man die Differentialgleichung

y'=2,ly|| verwenden.

A Bal

.
o \— N oo I [ o
h 0 : d —>

Fortsetzung m Origunal
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