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0    Einleitung und wichtige Hinweise 

1. Ziel des Textes 

Differentialgleichungen sind ein so umfangreiches Thema, dass die Abhandlungen dazu ganze 

Bücherregale füllen. Für Schulen ist dieses Thema nur am Rande einsetzbar, weil es so viele 

Methoden gibt, die immer nur zu einer bestimmten Art Gleichung passen, und weil die Theorie dazu 

ganze Vorlesungen an den Hochschulen füllt. Und dennoch schreibe ich jetzt einige Texte, die ich 

zumindest teilweise so gestalten will, dass sie für Lehrer Leitfaden für einige Unterrichtsstunden sein 

können, für interessierte Schüler (z. B. Facharbeit) verständlich werden, und für Studenten den 

Hochschulstoff anschaulicher werden lässt. 

2. Was sind Differentialgleichungen? 

In diesem Wort steckt der Begriff Differential, den man von der Einführung der Differentialrechnung 

her noch kennen solle. Bei der Einführung der Ableitung einer Funktion bildet man den Differential- 

quotienten dy
dy

, für den man dann auch  f ' x  oder y‘ schreibt.  

Unter einer Differentialgleichung versteht man eine Gleichung, in der neben der unabhängig 

Veränderlichen x auch noch eine Funktion y(x) und deren Ableitungen y‘,  y‘‘  usw.  vorkommen 

können. An der Hochschule dürfen es sogar mehrere Variablen und mehrere Funktionen, sowie deren 

Ableitungen sein.  

Beispiele: 

a) y ' 3x 0    ist eine sehr einfache Differentialgleichung.  Und die Funktion 23
2y x 4   

erfüllt sie.  Damit meint man, sie ist eine spezielle Lösung dieser Differentialgleichung.   

Das kann man dadurch überprüfen, dass man sie zunächst ableitet:  y ' 3x . Dann 

ersetzt man y‘ in der Differentialgleichung durch 3x, dann entsteht die wahre Aussage  0 = 0. 

 Jede Differentialgleichung hat jedoch unendlich viele Lösungsfunktionen, die man als 

Funktionenschar berechnen kann. Hier lautet sie beispielsweise  23
2y x C  .  

b) y ' 2y   ist eine Differentialgleichung, welche z. B. von 2xy 5e  gelöst wird. 

Zur Probe leitet man ab:   2xy ' 5 2  . Dann ersetzt man y und y '  in der Differentialgleichung  

und erhält die wahre Aussage   2x 2x2 5e 2 5e   . 

Die allgemeine Lösung ist die Schar  2xy k e   
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c) y y ' x 0     ist eine Differentialgleichung, die x, y und y‘ enthält. Ihre allgemeine Lösung 

 besteht aus zwei Funktionenscharen:   2
1 1y f x k x     und    2

2 2y f x k x    , deren 

 Schaubilder Halbkreise sind (solange k>0 ist).  

 An dieser Stelle wird noch etwas interessant: 

 Stellt man die Differentialgleichung so um:  
xy '
y

  ,  erhält man y‘ als Funktion von x und y. 

Das bedeutet: Man kann zu jedem Punkt (der nicht auf der x-Achse liegt, also y 0  hat)  

die Tangentensteigung der durch ihn gehenden Lösungskurve direkt berechnen. 

Die durch  1P 6 | 2  gehende Scharkurve hat in P1 die Tangentensteigung  6y ' 3
2

  . 

Die Punkte auf der x-Achse (y=0) haben dagegen senkrechte Tangenten. 

Diese Untersuchungen werden im Text 50113 (Graphische Lösung – Richtungsfelder) gezeigt. 

 d)  2 2y ' y 1      wird z. B. von y sinx  gelöst. 

e) Die DGL  y '' x y ' 2x 1     enthält sogar die zweite Ableitung für die Lösungsfunktion, weshalb 

 sie Differentialgleichung 2. Ordnung heißt. 

3. Hinweis 

 Es gibt so unglaublich viele Arten von Differentialgleichungen, dass es nicht möglich ist, 

 ein Lösungsverfahren für alle anzubieten. Viele DGL sind sogar nicht lösbar. 

 Daher ist es üblich, einige besonders wichtige Typen zu untersuchen, und einige 

 Methoden gründlich durchzusprechen. 

 Das geschieht in diesem und den folgenden Texten. 
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1 Stammfunktionen als Lösungen von Differentialgleichungen 

Gleichungen der Form:  y ' g x  

Die Ableitung einer Funktion ist eine neue Funktion: Aus   2f x x   wird   f ' x 2x .   

Dazu gibt es diese Schreibweisen:     dyf ' x y ' x y' dx   , die wir nun brauchen. 

Alle vier Terme bezeichnen die 1. Ableitung einer Funktion f oder y. 

Ich zeige nun, dass man besonders einfache DGL durch Integration lösen kann, denn 

bekanntlich sind Ableiten und Integrieren Umkehroperationen zueinander. 

Beispiel B1 :  Wir bestimmen die allgemeine Lösung der Differentialgleichung y ' 2x .  

Man sollte sich ein wenig daran erinnern: 

Als Stammfunktion bezeichnet man eine „ursprüngliche“ Funktion, deren Ableitung gegeben ist.  

Die Berechnung einer Stammfunktion geschieht durch Umkehrung der Ableitung, was Schüler auch 

gerne „Aufleiten“ nennen. Die bessere Bezeichnung heißt „integrieren“. Dazu schreibt man statt y '  

den Bruch dy
dx

 (genannt Differentialquotient), wobei dy und dx  Differentiale sind.) 

Stellt man dyy '
dx

  um, erhält man formal  dy y ' dx  . Daraus wird durch Integration dann 

y dy y 'dx   , also eine Stammfunktion, die bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. 

 

In unserem Beispiel wird dann aus   y ' 2x   die Gleichung     dy 2x
dx

 . 

Dann trennt man die Variablen:       dy 2x dx  ,  schreibt das Integralzeichen davor 

und berechnet durch Integrieren dy 2x dx   

      2
1 2y c x c    

Oder zusammengefasst:   2y x C    (mit C = c2 – c1). 

Die Addition einer Konstanten C ist erforderlich, sie ist nur durch eine Zusatzbedingung berechenbar 

und verschwindet bei der Probe wieder. Man muss entweder beide Integrale eine Konstante setzen 

oder stattdessen nur eine auf der rechten Seite, quasi also Zusammenfassung beider Konstanten. 

In späteren Rechnungen kommen weitere Umformungen dazu, sodass man die Konstante immer 

wieder ersetzt …. 
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Beispiel B2   Lösung der Differentialgleichung   2y ' x 2x 4   .  

 Lösung: Aus     2dy x 2x 4
dx

     wird  durch  

 Trennung der Variablen   2dy x 2x 4 dx    

 Integration:       2 3 21
3y f x x 2x 4 dx x x 4x C         

Zusatz:  Die Integrationskonstante C soll durch sie Zusatzbedingung (Anfangsbedingung) 

 f 2 = -1  festgelegt werden:    201
3 3f 2 8 4 8 C C           

 Vergleichen:    20
3 C 1      

    d. h.    20
3

23
3C 1      

 Ergebnis:      3 22 3
3

1
3y f x x x 4x      

 

Beispiel B3   Löse die Differentialgleichung  1y '
x 2




  mit  f(3) 5  

Kurzlösung:     
 

ln x 2 C für x 21y f x dx ln x 2 C
ln x 2 C für x 2x 2
                

  

 Einerseits ist:     1 1f 3 C C
3 2 5

   
  

 Andererseits:   f(3) 5  

 Vergleichen:    1 24C 5 C
5 5
     

 Ergebnis:   
 

 

24ln x 2 für x 2
5f x 24ln x 2 für x 2

5

     
     


 

 

Beispiel B4   Löse die Differentialgleichung   1
2y ' sin 2x 1   

Kurzlösung:       1 1
2 2

cos 2x 1
y f x sin 2x 1 dx C

2


         
Ergebnis:    1

4y cos 2x 1 C      
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3 Das Lösungsverfahren „Trennung der Variablen“  

3.1 Grundlagen 

B1  Bereits unsere erste ganz einfache Differentialgleichung in 1.1, nämlich  y ' 2x ,  

wurde mit dieser Methode gelöst. 

Der erste Schritt besteht darin, y‘ umzuwandeln in den Differentialquotienten:  dyy '
dx

   

Dann wird nach x und y geordnet (y nach links, x nach rechts): 

y ' 2x 
dy 2x
dx

 
x Termy Term

dy 2x dx


   

 Die Variablen sind jetzt getrennt: links y, rechts x. 

Der zweite Schritt ist die Berechnung der Stammfunktionen auf beiden Seiten der 

Gleichung durch Anwendung von unbestimmten Integralen.  (Eine andere Methode verwendet 

die Schreibweise von bestimmten Integralen. Siehe weiter hinten!) 

 Für die linke Seite gilt:  1dy y C   

 Für die rechte Seite:  2
22x dx x C    

 Aus dy 2x dx   wird also  2
1 2y C x C    

 Umformung:    2
2 1

C

y x C C      

 Oder gleich in einem Schritt: 2y x C   

Man muss also gar nicht so umständlich vorgehen:  

Am Ende gibt man nur der x-Stammfunktion eine Konstante C. 

Die gesamte verkürzte Rechnung sieht in diesem einfachen Beispiel also so aus: 

y ' 2x
x Termy Term

dy 2x dy 2x dx
dx 

      

2y 2x dx x C     

 

 Ein weiteres Beispiel dieser Art: 

2

3y '
x

 2 2dy 3 x dy 3x dx
dx

          

Die Variablen sind jetzt getrennt. 
1

2 x 1 3y 3x dx 3 C 3 C C
1 x x


         

  

 
Wie man erkennt, ist die allgemeine Lösung stets eine Funktionen- bzw. Kurvenschar. 

B5
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B6  Die folgende Differentialgleichung enthält zusätzlich y: 

y ' 2y 
dy dy2y 2 dx
dx y

     

Aus dy 2 dx
y

    wird also dy 2 dx
y

    

Die Berechnung der Stammfunktion erfordert links die Logarithmusfunktion ln(x). 

1
dy ln y Cy    

Es gibt zwei verschiedene Methoden, damit die Lösungsfunktion zu berechnen. 

1. Methode:   

 Aus  dy 2 dx
y

       wird     ln y 2x C    (1) 

 Wegen  blna b a e     kann man weiter nach y  umstellen: 

       2x Cy e   

 Ohne Betrag:    2x Cy e    

 Zerlegung der e-Potenz:   2x C C 2xy e e e e       

 Ersetze Ce durch k:   2xy k e   

2. Methode: 

 Viele verwenden bei solchen Rechnungen diesen Umformungstrick: 

 Tritt links der Logarithmus auf, nennt man die Konstante nicht C, sondern ln K . 

 Damit wird so umgeformt und zusammengefasst: 

       ln y 2x ln K   

      ln y ln K 2x   

       yln 2x
K

   (2) 

       2xy e
K

  

 Und weiter:     2xy e
K
   

 Und damit:     2xy K e    

 Zum Schluss wird man K  in eine neue Konstante k umbenennen. 

 Die Lösung der Differentialgleichung ist also: 

       2xy k e   

Man kann hier natürlich einige Zwischenschritte übergehen.  
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3.2 Große Beispielsammlung 

B7   x y ' y     bzw.    
yy '
x

  

 

 Trennung der Variablen: dy y dy dx
dx x y x

    

 Berechnung der Stammfunktionen durch Integration: 

      1 1dy dx
y x

   

  ln y ln x C   oder    ln y ln x ln K  .   (Siehe Seite 17. 

Oder so: 

  ln y ln x ln K    bzw.  
y y yln ln x x x y Kx
K K K

          

 Schreibt man dann noch  k K  , dann lautet die Lösung: 

       y f x k x    

Zusatz: Man kann von der allgemeinen Lösung zu einer partikulären kommen, wenn eine 

  Anfangs- oder Randbedingung gegeben ist, etwa   f 2 4  

  Einsetzen ergibt:  f 2 k 2    und aus 2k 4  erhält man k = 2:    y f x 2x     

 

Das Schaubild der Lösungsfunktion ist eine  

Geradenschar:  y k x     

Dargestellt sind die 21 Geraden für k  

von -10 bis + 10, Step 0,5. 

.   DEMO
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B8   xy ' y 0    bzw.  
yy '
x

   

 Trennung der Variablen:  

  dy y dy dx
dx x y x

    
 

 Stammfunktion: 

  dy dx
y x

    

  ln y ln x C    

  C
1

ln x C lnx
y e e e


 

    

  1Cy e x 
    

  

 Man kann bei x  den Betrag weglassen und die Vorzeichen zusammen mit  Ce  

 in eine neuen Konstanten k unterbringen: 

   ky
x

  

 

 

B9   x y ' 2y   bzw. 
yy ' 2
x

   

 Trennung der Variablen führt zu 

  dy 2y dy 2 dx
dx x y x

    

 Stammfunktion: 

  dy 2 dx
y x

   

  ln y 2 ln x ln K    

  2yln ln x
K

  

  2y x
K


   

(Betrag rechts unnötig) 

  2 2y x y K x
K
       

  2y k x   
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B10  y ' 2 y  für y 0 . 

 Trennung der Variablen: 

  dy dy2 y 2 dx
dx y

   
 

 Vorerst muss man y = 0 ausschließen! 

 Berechnung der Stammfunktionen: 

  dy 2dx
y
   

  
1
2dy 2dxy

   

  
1
2

1
2y 2x C   

  1
22 y 2x C y x C      

  y x k     (1) 

     2y f x x k     (2) 

 Jetzt muss man nachdenken: Die Differentialgleichung besagt, dass y ' 2 y  sein soll. 

 Das bedeutet, dass für die Funktionen die Einschränkung gelten muss, dass y ' 0  ist. 

 Von den Parabeln, die als Schaubilder der Lösungsfunktionen in Frage kommen, dürfen 

 nur die jeweils rechten, ab den Scheitel aufsteigenden Bögen verwendet werden. 

 Hier begegnet einem das, was man beim Lösen von Wurzelgleichungen bereits gelernt hat: 

 Beim Quadrieren von (1) kommen Lösungen dazu (weshalb man die Lösung überprüfen muss.) 

 Die Lösung muss also heißen:    2y f x x k    für x k  . 

 x = k ergibt y = 0. Diesen oben während der Rechnung ausgeschlossenen Wert kann man 

 nachträglich wieder zulassen! 

Die im Schaubild dargestellten von links her  

fallenden Parabelbögen muss man sich  

 bis hin zum Scheitel „wegdenken“: 

Wollte man die vollständigen Parabeln  

in den Lösungskurven haben (Abb. oben),  

müsste man die Differentialgleichung  

y ' 2 y  verwenden. 

 

 

 

Fortsetzung im Original  
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